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Dans ce travail on &die le comportel-.r,lt asymptotiqur du nombre maxim&m de cliques des 
(II+ I I-hypergraphes chromatiques complets & n sommets pour n ---, m et on prouve que pour 
tout k cntier. k 3 1, il y a un nombre n&c, 11) tel quc pour tout II Z= n,Jk, 12) le nombre 
maximum de cliques des hypergraphes uniformas H 21 n sommets, de nombre chromatique 
x(H1= k, est atteint dans la claw des hypergraphes chromatiques complets. 
On deduit le comportement asymptotique du nombrl: maximum de recouvrements par 
cliques de (h + lkhypergraphes chromatiques complets (respectivement des (h + l)- 
hypergraphes de nombre chromatique &gal & k), B n sommets, pour n --, m. 
Au cas des recouvrements ir&dutiibles on d6duit le nombre maximum de cliques d’un 
recouvrement irr&ductible d’un hypergraphe c’hromatique complet et le comportement asymp- 
totique du nombre maximum de recouvrements isrr5ductibles par cliques dans Ix classe des 
(it f I)-hypergraphes chromatiques complets 1 n sommets, pour II ---* m. 
On fait la conjecture que le nombre maximum de cliques d’un hypergraphe uniforme est 
atteint dans la classe des hypergraphes chromatiques comple~s. 
1. lMInItions et nomIons 
Un hypergraphe uniforme ou un (h + l)-h~er~aphe H = (X, 8) est caractkrist 
par l’ensemble des sc..qmets X B 1x1 = n Cl6ments et par l’ensemble des a&es d, 
qui sont sous-ensembles 2 h + 1 QlCments de X (ti 2 I). Un ensemble Cc X est 
appeK sous-hypergrapr ‘ic ~~~~tllst de I-I si l’ensemble des ari?tes de H contenues 
dans C est 6gal 9 l’ensemble Pk+, (C) des parties 9 h + 1 616ments de C. Une 
c:ique est un sous-hypergraplre complet maximal par rapport B I’inclusion. 
Toute clique de main!: cle h + 1 itlkments est une clique triviale [I]. Un 
ensemble stable de Ff ist un ensemble de sommets S c X qui ne contient aucune 
a&e de H. 
Le nombre minimal de classes d’nne partition de X en ensembles stables de 
sommets est nommk Ie nombre chromatique de H, qui sera not6 par x(H). Si 
x(H) = k a&s Cvidemment on a n Z= (k - 1)h -t 1. Soit 
X=A,U.qZ.U *.a UAk (1) 
une partition de X & k classes, telle que lAil = n, pour i = I, . . . , k. Nous noterons 
dans !a suite par N(n,, . , , , nk ; h + 1) la classe des (h f 1)-hypergraphes qui sont 
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construits en partant d’une partition de la forme (1) de X comme suit: L’ensemble 
des sommets est X et les a&es sont tous les sous-ensembles a !I + 1 elements de 
X, qui ne sont imhs en aucune classe Ai pow i = 1, . . . , k. 
‘Tout hypergraphe uniforme construit de cette maniere sera nomme chromati- 
que complet. Pour h = 1 on retrouve les graphes multipartis complets. 
Une equipartition de X en k classes est une partition de la forme (l), qui 
verifie: 
-l<n,-n+!. pourtout i,j=l,..., k. 
Si r est le reste de la division de n par k, il resulte que r classes ont t + 1 elements 
et k - r classes ont t elements, ou t = [n/k]. 
Si HEH(fl,, . . . , nk; h + l), le nombre de cliques de H est donne par l’expres- 
sion: 
$(n,, . . . , nk; h+l)=fi (;) 
i=l 
(2) 
si l’on pose par definition (I) = 1 pour Hi < h, parce- que pour tout choix d’un 
sous-ensemble a min(n,, 11) elements de Ai, la reunion de ces sous-ensembles est 
une clique de H et toute clique de H peut &re obtenue, sans repetition, de cette 
man&e. Dans ce qui suit on note (x),, = x(x - 1) l l l (x - h + 1) pour tout h entier, 
hal. 
2. I_R nombre maximum de cliques des hypergraphes chromatiques 
complets Q 12 sommets 
Lc :iombre maximum de cliques des graphes B n sommets, note a(n), a et6 
obtenti par Moon et lMoser [3] sous la fcrme suivante: 
les seuls graphes realisant ce nombre maximum de cliques etant les graphes 
multipartis complets, dont les parties contiennent respectivemeni nl, . . . , nk som- 
met& o,h nl ’ l ’ nk =a(n). 
On obtient facilement que a(n) = 3”‘3 pour n =O (mod 3), a(n) = 4*3(“-1)‘3-’ 
pour n = 1 (mod 3) et u(n) = 2~3’” -2)‘3 pour n = 2 (mod 3). Les parties des graphics 
multipartis complets qui ont a(n) cliques contiennent 3 sommcts, a l’exception 
d’une seule part a 2 sommets pour n = 2 (mod 3) ou a deux parts a 2 sommets fou 
d’une seule part a 4 sommets) pour n = 1 (mod 3). Done ces parties realisent W-E 
equipartition de l’ensemble des sommets du graphe. 
I1 est clair, compte tenu de (2), que le nombre maximum de cliques Gun 
(h + Whypergraphe dans la classe des hypergraphes chromatiqlties complets est 
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q(n, h-l-l)==max max +(n ,,..., :rk;h+l). 
k n,+.~.+n,,=n 
(3) 
Dans ce qui suit nous $tudi&-ons le comportement asymptotique de la fonction 
cp(rt, h -t 1). 
h0p0Sith 1. La function 
f(x) = (ia)“‘” . 
d&inie pour x 3 h - 1 et n 2 1, n entier fixf?, a&net un pcrint de maximum xM - p(h), 
qui ne d&end pas de tt, tel que pc w x E [h - 1, B(h)) la foncttort f est strictement 
croissunte, pour x E (p(h), 03) f est strktement d4croissante wee lim,_., f(x) = 1 zf en 
plus on a: 
@(h)=22h+$In h (4) 
Wimonstration. On a 




qui est strictement dtcroissante pour x > h - 1 parce que 
On 0btient g(h)>O et lim,,, g(x) = -=, done I’&quation: 




a une seute solution qui sera not6 @(h). telie que P(h)> h. On a g(x)>0 pour 
x f (!I- 1, P(h)) et g(x) (0 pour x E (P(h), ~1. En plus on a lim,,, togffx) = I!, 
done lim,,, f(x) = 1 et ia fonction f a les propriktis hoi&es. II reste B 
dbmontrer (4). 
NOUS dCmontrerons d’ahord que pour tout Ct < f on a /3(h) - 2h 2 C1 In kz pour 
11 -+ M. En effet, supposons Ie contraire, c’est-h-dire il existe une constiante C1 <:i 
et une sbquence d’entiers h,,, + * pour m 3 03, telle Sue @(&) - 2h,, < CI ln fbn. 
Parce que f(x) est stl-iclement dkroissante pour I E(~(!z), m), il r&&e que 
f(2%,, I-C, lm h,,)> f(2h,,, f 6, In k,, + I). Pour h, ---, a, 9 I’aide de la formule de 
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Stirling, cela implique: 
-L_ 
J 2h,,, + C1 In !I,,, -- h,,, + Cl In h,, + 1 
, 
( 
2&,, + C, In h,,, + 1 )‘“‘~+‘~l’nJ’~~~(~~_C,h~;; h,,, + JtnF, 
2h,,, + C, In h,,, 
ce qui nest pas vrai, puisque la limite du membre gauche ecjt egale B ,/ ii et ‘a 
bite du membre droit est egale a l’infini pour C, C 4. Farce que f x) est 
strictement croissante pour 2 E [h - 1, /3(h)), on obtient d’une facon sembla :IPe que 
pour tout C,>$ on a P(h)-2h s C2 In h pour h suffisamment grand. Done {on a 
ou P(h)=2hi-$In h pour h -+ 00. 
Dans la surte nous notons par cx(h) le nombre [p(h)] ou [b(h)]+ 1, ain’;i qu’on 
ait: 
Propositisln 2. Pour tout h Z= I il 3’ a un rzowdwe entier 
p(hH4a2(h)-7a(h)+4 
tel que pour tout n > p(h) le maximm <c(n, h + 1) dkfitzi pur (3) est atteint pour un 
partage de 12 de la forme 
n=n,+n,+ l -• +nk. 
Ce partage &n,Se rz1=n2= l ** =n,=cl!(ft), oii qd; n,+l==n,+2== -0. =nk= 
cu(h)+l ou nq+i=nq+2= 9.9 =nk =c~(h)-1 oh Osk-qsa(h)-1 et k-q=O, 
si n est un multiple de a(h). En plus, cu (h) s 2h + f In h POUT h + at 
6monsUration. Si n = n,+n2+ l l l + ~2~ est un partage de n et par exemple 
n+nn:!+2, on a 
(;;)(;)c: (n!J(n2; ‘), 
done si ‘le paatage de n est optimal, ou <p(n, h + 1) = #(n,, . . . , nk ; h + l), alors les 
nombres til,. . . , nk Verifient - 1 “-G Q - nj l s 1 pour tout i, j = 1, . . . , k. Si n 3 2a(h) 
on peut &ire: 
= f(nFf(n --dh)) 
i,e nombre tmximum de cliques des hypergrnphes 
On a aussi 
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inegalit5 impliquee par (6). 
Done: pour tout n 2 2cw (h) on cllbtient 
d’ou on deduit que max(n,, . . . . YIP ) s 2a(h) - 1 pour tout p,artage optimal de n. 
Le partage optimal de !I ayant la forme: nl = n2 = l l l = n,. = a et n,,, = l . l = 
nk = a -. 1 Oil a s h(h) - 1, suppc8sons que max(r, k -- r) s 0 (h) - 1. En ce cas 
n-ra+(k-r)(a-l)c(cu(h)-1)(2~(h)-l)+(a(h)-1)(2a(h)-2! 
=4cx2(h)-7a(h)+3. 
Si IZ a 4ct2(h) - 7a (h) + 4 il resulte que max(r, k .- r) 2 cr(hl. Supposons que a et 
a - 1 son? tous ies deux differents d’un nombre entier qui rkalise le maximum de 
la fonc’tion f(x) pour arguments entiers et soit max(r, k - r) = r s a(h). 
Si a:# cl(h) on obtient 
si l’on considkre n = acu (h) dans I’expression de f, ce qui cjntredit l’optimalite du 
partagc: 12, + l l 9 + nk, puisqu’on peut remplacer a(h) nornbrcs egaux a a par L: 
nombxs egaux B cu(h) et la valeur du produit (2) croit strictement. 
On obtient une conclusion analogue lorsque max(r, k - r) = k - r 3 Iy (h). done 
tout partage optimal de n doit contenir l’entier cw( h) une ou plusieurs fois, les 
autres parties 6tant egales toutes ZI ar (h) - 1 ou toutes ti Ly (h) + 1 pour n 2 
4cx2(h)-7tt(h)+4. On a: 
done on peut remplacer plusieures fois cy (h) parties ega?es 5 a(h) + 1 par cx (h) + 1 
parties egales a a(h). 
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De l’equation (5) on obtient p(1) = e et done cr(1) = 3; ~$2) = 5; a(3) = 7; 
cy (4) = 9 etc. 
Puisque (r(2) = 5 on obtient aisement le corollaire suivant: 
Corollaire 1. Le nombre maximum de cliques des Shypergraphes H h n a 8 
sommets duns la classe des hypergraphe:; chromatiques complets est kgal li: 
10”‘” QOW n =O (mods) pourH~H(&j,...,5;3); 
15 . l(p--h)iS Q(,u,. n s 1 (mod 5) pour HE H(6,5,. . . ,5; 3); 
225 l 10(n-12)‘s pour n ~2 (mod5) pourHEH(6,6,5,....5;3); 
36 l 10’” -W pour n =3 (mod5) pourHEH(4,4,5,...,5;3); 
6 , f()‘” -4)/s pour n=4 (mod5) pourHEH(4,5,...,5;3). 
On diduit que Ee seuil p(h) a Ia valeur p(2) = 13 pour h = ‘? 
CoroNatie 2. Il y a la relation : 
lim cp(n, h + 1)“” = 
*(h) l/a(h) 
n---WE ( ) 
h (7) 
pour tout h 5 1. 
A l’aide de la formule de SGrli; g, coinpte tenu que cu( h) = 2h + O(ln II), on 
deduit aussi que: 
Nous conjecturons que le nombre maximum de cliques do5 hypergraphes uni- 
formes est real&e dans Ia classe des hypergraphes chromatiques complets, 
c’est-L-dire: 
Conjectwe. Le nombre maximum des cliques des (h + I)-hypergraphes ci n som - 
me% est igal h <p(n, h + 1). 
Un support a cette conjecture est le resultat suivant: 
Pour tout k entier, k > 1, il existe un nwnbre entier n&c, 11) tel que le 
nornbre nraxinww de cliques des (h + l)-hypergraphes H ci II 2 It& h) sonrntets, de 
rtonzhre chromatique x(Hli = k est igal a : 
a(n, k, h + 1) = 
oh n,-k l -* +nk =:t et -11&-nj~l pour tout iJ=l,...,k. 
Ce rmXXiMllr~ .‘C _._a. roe. lh.h.-- *-+Ge dans la classe des hypergraphes chromatiques wmplets 
engendres par equipartitions a k classes de l’ensemble de ssommets. 
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D6monstration. Si H a nombre chromatique x(H) = k, alors il admet une parti- 
tion de l’ensemble X de somlmets de la forme: 
X=A, UAzU . l l UAk 
ou les ensembles 4 r, . . . , Ak ne contiennent aucune a&e de H et si l’on no’re 
[Ail=ai pour i=l,...,k, on ales inegalites: a+h; a+h;*ya,_,~h. 
Si C est une clique de H, on a IC f7 Ail s h pour tout i = 1, . . . , k. Puisque les 
cliques dl: H sont deux a deux incomparables par rapport a l’inclusion, GOUS 
detzminerons d’abord, pour n suffisamment grand, le nombre maximum d’ensem- 
ble!:, soi -:nt M,, M2, . . . , Mr, qui satisfont les proprietes: 
Mi CX; 
(MjnAi(sh pourtouti=l,..., retj=l,..., k; 
Mi, $ Mi, pour tout i, # iz. 
(*I 
Nous separo. - deux cas: uk H Bh et a,sh-1. 
!ii ak>h, un ensemble YcX tel que lYnAi(=-h pour i=l,...,k peut etre 
choisi de flF=, (2) facons differentes. 
Le nombre des cha’ines connexes d’ensembles 
telles que (Ei I = i pour tout i = 1, . . . , k/l - 1 etant egal a (kh)!, on peut employer 
la methode de Lube11 [2] pour obtenir une majoration de r. 
Pour cela, soit iMinAjI=hish pout i=l,...,r et j=l,...,k. L’ensemble 
Mi n Ai peut etre prolong6 a un sow-ensemble a h elements de Ai en (XIfi:) 
facons differentes, done Mi est inclu en #‘=, (>I:/) ensembles Y c X tels que 
lYnA,(=h pour i=l,...,k. 
Le nombre de chaines connexes de la forme: 
E,c&c -9. cMic . . . cy 
est egal a 
IM)! IY-M,l! = (i, hj)! (kh-$ hj)!, 
et le fait que Mi sont deux a deux incomparables par rapport a l’inclusion 
implique que toutes les chafnes obtenues de cette maniere sont distinctes, done on 
peut CxriiC l’iu6galitk 
(9) 
On a n=a,+ .** + a, et iupposons que lim,,,, Ui = ~0 pour tout i = 1, . . . , k 
lorsque 12 + 00 aSt r est maximum. 
En ce cas, le minimum du chaque terme du membre gauche de (9) pour n -+ x 
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est atteint seulement pour h’; = hi, = - - - = hk = h, done on peut ecrire: 
Done pour n suffisamment grand on a 
Si Ies Mi virifient les conditions (*), aIors 
pour tout I, 1 <1==.‘c. Done r<cw(n, k,h-t-1) si ar est borne pour n + ~0. Par 
consequent on obtient que pour n -3 00 le nombre maximum d’ensembles 
MI,..., A& verifiant \Mi f7 Aj 1 c h pour tout 1 C i d r et I G j < k, qui sont deux B 
deux incomparables par rapport a l’inctusion est reali& seulement pour @k B h. 
Mais en ce cas nous avons vu que r<nf=,(;t:) oii n,+ l *a +& =n et -1s 
ni-qsipourtouti,j=f _,..., kpourn+w. 
L’egalitk a lieu settlement pour h’; = hi = - - * = h; = h pour i = 1,. . , , r, done 
pour tout i=l,..., r on a IMi n Aif = h pour j = 1, . . . , k. Le nombre de cliques 
de H nyant n sommets et x(H) = k est major6 done par cll(n, k, h + 1) pour n 
suffisamnent grand. On peut obtenir egalite si et seulement si tout ensemble A4i 
pour i=l,...., r, verifiant \IWi n Ai\ = h pour tout j = 1, . . . , k, est une clique et 
X=A?lJ --- i) Ak est une equiparrition de X en ensembles stables. 
11 resulte que t-i a un nombre maximum de cliques, &gal a nF.-, (‘/i), si et 
seulement si Ii est chromatique complet et il est engendre par une equipartition 
de X ti k classes. En effet, en ce cas H = (X, CR) ou d = UT=, s)h+t(IMi), done H 
est zhromatique complet et il a exactement a(~, k, h + 1) cliques. 
Remmque 1. Si la condition n 3 izo(k, h) n’est pa> impode, mais seulement 
na(k-l)h+l, 1 e nombre de cliques de N peut depasser CY (n, k, h + 1). En effet, 
soit n - 5, k = h = 2. En ce cas on deduit 
= 6, mais si 1’~ chaisit X = {1,2,3,4,5}; 
8 = I(13 2,3). t2,3. d), (3,4,5), (1,2,4), (1,2,5), (1% 3,5), (1.4.5)) 
it n’y a pas de cliques ayant w 3 4 sommt ts, done le nombre de cliques de 
egal B l&Y\= 7. 
H est 
Pour tout ~13 rz,,(k, k) le nombre maximum de cliques des t!: I- l)- 
hypergraphes B n sommets et de norlbre chromatique x(M) = k est r6alisC pour 
Ies h:,pergraphes qui ont un nombre maximum d’atites [5]. 
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pour tout h, k 3 I. 
Corollaihre 4. Si l’on note par H,, un (h + l)-kypergruphe H & n commets qui 
contient un nombre mtiximum de cliques, on a 
lim x(H,) = ~0. 
r1 +m 
%n et?et, si I’on note par c&L,) le nombre de cliques de H,,, si: x(H,,‘) c k pour 
tout n 011 obtient, compte tenu du Corollaire 3, que lim,,, (( (HJ”” = 1. Mais le 
Corollaire 2 implique que le nombre maximum de cliques tlans la classe des 
hypergraphes chromatiques complets verifie lim,,,, <p( n, h + 1)“” > 1, ce qui 
contredit la maximalite de c(H,,). 
3. Recouvrements et recouvrements irrikhwtibks par cliques des sommets 
des hypergraphes chromatiques complets 
Pour un (h + l)-hypergztphe H = (X, 8) un recouvrement de H par cliques est 
une famille R = (cl, car . . . , ck} de cliques differentes deux & deux qui sltisfont 
c2uc&l l .* UC, = X. Un recouvrement R de H qui contient k cliques de H est 
appele un recouvrement irreductible de H si la reunion de toutes k - 1 clicjues de 
R est un sous-ensemble strict de X. 
On peut obtenir tous les recouvrements irreductibles d’un ensemble X par 
sous-ensembles d’une famille Fc S(X) a l’aide de l’algorithme de Petrick 141, qui 
se reduit a un calcul algebrique dans un treillis distributif. 
Si l’on note par M(nl, . . . , nk ; h -t 1) le nombre de recouvrements par cliques 
d’un hypergraphe H E H(n 1, . . . , r2 k ; h + l), on peut calculer ces nombres a l’aide 
du princrpt d’inclusion-exclusion: 
n 3. Pour nl, . . . , ttk ah il y a hfgaliti: 
I, -- kh k 
kf(n,, . . . , nk; h + 1) = (- UP 2”: ,P+ 9 
;’ -0 (r,, . . . . rk i = 1 
Oh dans la deuxi6me somme rl, . . . , rk 2 0; ri G ni - h pour tout i = 1, . . . , k et 
c k i=l ri = P- 
(n,, . . . , f$&-,; h + 1). 
272 1. Tomescu 
Ccrrollai~e 5. Si L’on note par M(n, h + 1) le no&we maximum de recouwements 
par cliques des (h + Whypergraphes chromatiques complets h n sonmets, on a : 
?/I( r2, h + 1) 
lirn - -+,(n,h+l) = I* 
II --a= 
(11) 
6modration. Soit H(n, h + 1) un hypergraphe chromatique complet ZI n a p(h) 
sommets, qui a q(n, h + 1) cliques et supposons que les parties de Kquipartition 
qui engendre H(n, h + 1) contiennent respectivement nl b n2 2 l l l 2 nk sommets. 
En utilisant les mknes principes que dans la demonstration du Corollaire 12.1 [6], 
on deduit que 
lim M(n,, . . . , nk; h + 1) 
-. 
2 cp(,1.i1-t-l1 -= - 
1 
)1 4% 
Puisque M(n,h+l)aM(n,,...,nk;h+l)et M(n,h+1)62’P’“*“+1’-10nobtient 
(11). 
D’une faGon analogue on peut demontrer le resultat suivant: 
CuroWre 6. Si l’on note par M(n, k, h + 1) Ee nonzbre ntaxitnunt de recouurements 
par cliques des (h + I)-hypergraphes H h n sommets, de nowbre chrontatique 




pour tout (h, k) # (1, l), oic cx(n, k, h -I- 1) est donn6 par (81. 
Proposition 4. Les sovnmets de tout hypergraphe chromatique complet H(n, h + 1) ii 
n sommets, qui a cp( n, h -t 1) cliques peuvent Ztre recowerts par tout au plus 4 
cliques. 
imomstratisn. 11 faut dkmontrer que $(n,, . . . , ilk; h + 1) = Q(J, h + l), donn6 
par (3), implique max(n *, . . . , nk) G 4h pour tout h a 1 et n s k clone les sommets 
de H(n, /z + I) peuvent &re recouverts par 4 cliques. Si k = 1 on a 
max(nl,...,nk) < 4 (voir [3]), done la propriCt6 est vkifike. Pour h 2 2 on deduit 
aisknent ql:e m 34h impliqw 
(;)cc (,‘I ,““)(‘,“) 
done toht partage n = n, + 0 - l + nk de 12 qui rkalise le maximum Q( II, Cz + 1) 
vi;rifie la ?ropri& max(n,, . . . , nk) <4h. 
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position 5. Si r32 ef q12qq22 l l l a qr 2 h, k nornbre maximum de cliques 
d ‘un recouwenlent ikductihle de H E H(q,, . . . , qr ; h + I) est igal ti 
dq,, l * *. qr ; h + l), oti 
(q,-h+l pourq*=h. 
Pourq+h OH a n(q, ,..., qr;h+l)=n(ql ,..., qr_l;h+l). 
IMmonstration. Soit X = A 1 U l l l U A, ; (Ai I= qi pour i = 1, . . . , r, la partition de 
Y qui engendre H. Considerons deux cas: 
(I) q,Wt+l. En ce cas soient YlcA,,...,Y,cA, verifiant lY1l- l e* = 
1 Y,( = h et les sous-ensembles fix& Zi c yi ?I lZil= h - 1 elements. Notons par 
z;, z:, . . . , Zf-” les ensembles a h elements de la farnille {,‘Zi U{z> 1 z E Ai - Yi}. 
Tout ensemble de la forme: 
Y,U ..* UYi_lUZr,‘.JYi+,U l ** UY, 
pour tout 1 s pj < qj - h et pour tout j = 1, . . . , r verifiant qi 2 h + 1 est une clique 
a rh sommets de H. La famille de ces cliques est un recouvrement irreductible des 
sommets de H, chaque clique contenant un sommer qui nest pas contenu par les 
autres. done on a 
dq,, - l l , qr; h+l)a i qi-rh pour cj2>h+l. 
i=l 
(II) q2 = h. En ce cas soit Y c Al verifiant \Yl = h - 1 et supposor~ que 
z,, * ’ * ‘) q,-41 +I sont les ensembles a h elements de la famille {Y U {z) 1 z E Al - 
Y}. Un recouvrement irreductible par cliques des sommets de N est composk par- 
ks cliques suivantes, B rh sommets de H: 
Z&JAlrU l .- UA, 
ati i=l,...,q, -h+l,donconobtient n(ql,...,q,;h+l)~ql-h-t1 pourq2= 
h. 11 reste a demontrer les inegalitb contraires. Si F = {c,, . . . , c,} est une famille 
de cliques qui est un rccouvrement irreductible de H, il y a les sommets 
xIEcl,. . . ,xs~cs, tels que 
X$ b ci pour tout i=l,...,s. 
j-1 
ii1 
Soit d’abord q, = h, done {x,, . . . , x,}cAl. En ce cas on a )c1f7A,I=i: et x,&c, 
pour tout j =z 2,. . . ) s, done h + s - 1 ~q,, c’est-h-dire s ~4, -h + 1 ou 
dq,, l l 0, qr; h+l)sq,--h+l. 
Considerons maintenant le cas (I) (q2/ > h + 1). Notons Fi =(Q 1 ok E Ai} et 
supposons d’abord qu’il y a au moins deux indices il # i2 tells que 6;,, # Y, et 6, f 8. 
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En ce cas on peut ecrire: 
pour tout i=l,..., r. En effet, si Fi = 8, cela revient a 4i 2 h, inegalite vraie. Si 
Fi # 8 considerons une clique ci $4. On a 
(ciQAi\=h et {xk IXkEAi}Trci=Jb, 
done lcl+hG(Ai(=qi, ou encore \&(sqi-h. 
Mais (13) imphquent 
S= i lF;Ic,$, 4i-rh 
i=l 
pfnsque L:=_, fi =F et FifIFi=9)pour tout ifj. Doncon a 
h(4,, - - - 7 C/r; h+l)s i 4i-rh pour q ,ah+l. 
i=l 
S’il y a un indice i, 1s i <r tel que F;; = F et 4 = fl pour tout j # i, on deduit 
1x1, - l . , ?c,}c Ai, ce qui conduit a Ft(ql, , . ,qr; h+l)sqi-h+ 1. Mais POW tout 
ra2, 41a4q2s l ** >q,sh et q+h+l on a: 
4i-h+1~(4*-~l)+(42-h)+* l l +(qr-h) 
pour tout i= 1,. . . , r, ce qui implique l’inegalite cherchee pour q,?h+l, et 
acheve !a demwstration. 
Au cas des graphes (h = l), ce resultat est contenu dans [6]. 
II&or&me 2. Si l’on izote par I(n, h + 1) le nombre wzximum de recouurenzents 
irrdductibles par cliques des (h + l)-hypergraphes chromatiques compkts h t2 sorn- 
mets, on a : 
lim I( n, h + : )I”“* = 
n +iu (14) 
pour tout h > 1. 
on. Si H(u, h f 1) est un hypergraphe chromatique complet ZI n 
sommets qui a cp(n, h + 1) cliques, pour n a k +4 et k 3 31~ -2 considerons 
l’hypergraphe H( k - 2h -C 2, h -t l), qui a l’ensemble de sommets Y c X, oh I I’\ = 
k-2h+2 et 1X1= n. Soit 2 = X - Y et I& l’itypergraphe cbromatique complet 
engendre par la partition X= Br U l . l U B, U 2, oil Y = B, U 9 l 0 U Bs est 
l’equipartition de Y qui engendre N( k - 2h + 2, h + 1). 
Soit A c Z tel que IAl = h - 1 et les sommets zl, z2, z3, z4 E Z-A. Notons 
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Zi=AU{Zi) POUr i= 1,2,3,4 et considerons 
Bc U=Z- 0 Zi tel que )BJ=h-1. i=l 
Notons aussi par Vi pour i = 1, . . . , n - k -4 les ensembles a h elements de la 
famille {B U {z} 1 z E U-B}. 11 resulte de la Proposition 4 qu’il y a 4 cliques 
c,, c2, c3, c4 de H(k - 2h + 2, h + 1) qui recouvrent les sommets de H(k - 2h + 
2, h f 1). 
La farnille 
F=(q uz,, c2uz2, cjuzj, c4uz4, dl u u,, . . . , d”_k_4LJ U”_,_,} 
OG 6 d2r . . . . &-r:- .,$ sont cliques (differentes ou non) de H( k - 2h + 2, h + l), est 
un recouvrement irreductible par cliques de Ii,. L’ensemble des sommets re- 
couverts de maniere unique par les cliques de F contient (z,, z2, t3, 2,) u (U-B). 
La famille F a cl - k cliques et on peut choisir les cliques d,, . . . ,4, -k-4 de 
H( k - 2h + 2, h + 1), avec repetition, de cp(k - 2h + 2, h + l)“-“-” facons 
differentes. Done si l’on note par I(n, ~0, h + 1) le nambre maximum de recouvre- 
ments irreductibles par m cliques des (h + l)-hypergraphes chromatiques complets 
a n sommets, on d l’inegalite: 
I(n, n - k, h + 1) 2 <J( k - 2h + 2, h + 1)n-k-4. 
Si l’on choisit k = [$z] on obtient: 
I(n, h + 1) > I(n, n -[in 1, h + 1) 2 cp([$z]- 2h + 2, h + l)(n’2)m-4, 
done 
lim inf I( n, h + 1) l”” 2 lim q(En]- 2h + 2, It + 1)(“-8”2n2 
n+m tl+= 




Pour obtenir une borne superieure pour I(n, n -k, h + 1) soit F={c,, . . . , c,,+} 
un recouvrement irrkductible par cliques d’un (h + l)-hypergraphe chromatique 
complet H a n sommets. 11 y a les sommets x1 E cl,. . . , &I+ e cn_+ tek que 
%ti Us*i c, pour chaque l~i~n - k. Si X est l’ensemble des sommets de H, 
notons par H1 le sow-hypergraphe de H, engendre par l’ensemble de scmmets 
Y=X-{x2,x3,.. . ,x,&}. Hl a k 4. 1 swimcts et il est chromatique zomplet. 
Supposons que H, est engendre par la partition Y = B, U B2 U l l . U Els telle que 
(B.(=rlIi pour i=l,...,s et x~EB~. 
I’hypergraphe H,. Si m 
On a cl c Y et cl est une c:lique de 
, s h, le sommet x1 appartient a toutes les cliques de HI, 
dont le nombre est egal au nombre de cliques de l’hypergraphe ckromatique 
complet B k sommets engendre par Y -{x1}. Done le nombre de cliques de HI qui 
contiennent x1 est majori par cp(k, h + 1). 
Si ml 3 h + 1, le nombre de cliques de H, qui contiennent x1 est egal a 
(‘zl_ii)(“>) l - l (‘$) et le nombre de cliques de l’hypergraphe chromatique complet 
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engendri: par X-(x,} est &gal 8: 
Mais 
(tr:)=-$---(“Vl)<h(“L’) pour m,Z=hi-1, 
done le nombre de cliques de N, qui contiennent x1 est major6 par h<p(k, h + 1). 
Par consequent, si les sommets x1,x 2,. . . , &+ qui sent uniquement recouverts 
par les cliques d’un recouvrement irr&ductible de H sent fixes, chacun d’eux peut 
etre recouvert de tout au plus k<p(k, h + 1) fasons di.ff&entes par les cliques de H. 
L’ensemblc (x,, . . . , x,,_~} peut ttre choisi de (z) faqons differentes dans X, done 
on a: 
I(n, tt - k, h + 1)~ (;)h’%p(k, ,t + l)“-k. 
On obtient 
r(n, h+l)G c E( 1;: n, n - k, h + I,s’f’ (;)h”-‘q(k, It + 1)“.-’ 
k ;={’ 
C (h + 1)” max cp(k, h + l)‘lVk. (16) 
Osksrt-1 
Notons par k,, une valeur de k telle que maxk p(k, h + lY-.k = q>f/&, h + lYekm. S’il 
y a une constarte entiere C, > 0 telle que k, < C, pour tout 11, on a cp(k,,, h + 1) < 
rptC,, h+l), 1 a f onction <p(n, h+ 1) etant strictement croissante en 12. 
En ce cas (16) now conduit 51 
lim sup I(n, h + l)i’n*< 1, 
n-+m 
ce qui con&edit (lS), parce que (al~‘)“b(h)> 1. Done on a k,, 3 00 lorsque n -+ 00. 
En vertu de la Proposition 2, il existe C, == (n(~~+r)a(“‘-l, telle que cp(k, h + 1) < 
cZ{ajfi)jk,t’a(h) pour w suffisamment g,ranJ it (16) imptique 
d’oti on obtienl.: 
Iim sup I( n, h J_ l)rin* < 
n-lu: (17) 
Maiofenant (14) est une consCquence de (15) et (17). 
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thaollaire 7. Le nombre maximum de recouvrements irrtZductibles par cliques des 
3- hypergraphes chromatiques complete h n sommets vlrifie : 
lim I(n, 3)1’n2 = lO”*“. 
I1 += 
Au cas des graphes on deduit que lim,,, I(n, 2)1”‘2 = 3”‘* et dans [6] on prouve 
que cette egalite est valable ausji pour le nombre maximum de recouvrements 
irreductibles par cliques des graphes a n sommets. 
A l’aide de la formule de Stirling, puisque a(h) = 2h + O(ln h), on deduit que 
dvt) ( ) 
l/.h(h) 
lim (‘t = 2’14= 1,1892. IId= 
Cependant, dans [7] on dt?montre que pour presque tous les 
H 21 )I sommets le nombre de cliques est d’ordre de 
n (lll(k + 1 ))(I1 ! Iog,n I”” 
et le nombre des recouvrements par cliques est inferieur k 
~~~llJ~/(h+l~~(h!lag,n~“~+nh~~~th + l)“h) pour n + a. 
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